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Kumpulan tiedekirjasto
Schwarzin lemman mukaan jokainen origon kiinnittävä analyyttinen yksikkökiekon D itsekuvaus f
on joko kierto tai se kutistaa pisteen z 6= 0 etäisyyden origoon. Kun D tulkitaan hyperbolisen geo-
metrian mallina ja f tämän mallin mukaisena kuvauksena, saadaan hieman heikommilla oletuksil-
la vahvempi tulos: hyperbolisen metriikan suhteen jokainen analyyttinen yksikkökiekon itsekuvaus
on joko isometria tai kutistus. Tulos tunnetaan Schwarzin-Pickin lemmana, joka todistetaan tässä
tutkielmassa.
Ennen Schwarzin-Pickin lemmaa tutkielmassa määritellään Poincarén kiekkomalli hyperboliselle
geometrialle ja osoitetaan sen toteuttavan hyperbolisen version Eukleideen paralleeliaksioomasta.
Lisäksi määritellään tarvittava hyperbolinen metriikka, osoitetaan sen indusoiman etäisyyskäsitteen
ominaisuuksia sekä havainnollistetaan niitä esimerkein.
Tutkielman tärkeinä apuvälineinä käytetään Möbius-kuvauksia, jotka kuvaavat hyperboliset suorat
hyperbolisiksi suoriksi. Erityisesti osoitetaan, että kiekon D konformiset automorfismit ovat tunnet-
tua muotoa olevia Möbius-kuvauksia, jotka muodostavat ryhmän kuvausten yhdistämisen suhteen.
Automorfismien osoitetaan myöhemmin olevan täsmälleen samoja kuin hyperboliset isometriat,
minkä avulla saadaan helposti osoitettua useita etäisyyttä koskevia väitteitä.
Schwarzin-Pickin lemma todistetaan yhdistämällä kuvaus f kahden sopivat ehdot täyttävien au-
tomorfismien kanssa ja soveltamalla Schwarzin lemmaa saatuun yhdisteeseen. Tutkielman lopuksi
todistetaan kaksi Schwarzin-Pickin lemmalla saatavaa tulosta, joista ensimmäisen mukaan aiemmin
määritelty hyperbolinen metriikka on vakiokerrointa vaille ainoa, jonka suhteen automorfismit ovat
isometrioita. Toinen tulos on Schwarzin-Pickin lemman eräs vahvempi muoto, joka antaa tiukem-
man ylärajan kuvauksen f kuvapisteiden väliselle hyperboliselle etäisyydelle.
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Tutkielmassa käytetyt merkinnät
C kompleksilukujen joukko
C∞ = C ∪ {∞} laajennettu kompleksitaso
D = D(0, 1) = {z ∈ C : |z| < 1} yksikkökiekko
Aut(D) = {f : D→ D : f analyyttinen bijektio} yksikkökiekon automorfismien joukko
Γ[z, w] pisteestä z pisteeseen w kulkevien
paloittain säännöllisten polkujen joukko
ρ(z)|dz| hyperbolinen kaarialkio
ℓρ(γ) polun γ hyperbolinen pituus
dρ(z, w) pisteiden z ja w hyperbolinen etäisyys
toisistaan
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1 Johdanto
Tämä tutkielma käsittelee geometristä funktioteoriaa yksikkökiekossa. Tutkielmassa mää-
ritellään euklidinen malli hyperboliselle geometrialle sekä malliin liittyvä hyperbolinen
metriikka, jonka kanssa hyperbolisesta geometriasta tulee mielekäs pohja analyyttisten
funktioiden ominaisuuksien tutkimiselle. Tutkielman alkuperäisenä lähtökohtana ja pää-
tuloksena on Schwarzin-Pickin lemma, joka yleistää klassisen Schwarzin lemman. Vaikka
Schwarzin-Pickin lemma voidaan esittää ja todistaa ilman hyperbolista kontekstia, [6,
Theorem 4, s. 16], hyperbolinen geometria antaa sille varsin yksinkertaisen tulkinnan,
josta yhteys Schwarzin lemmaan on heti nähtävillä.
Tutkielma on rakennettu niin, että aluksi käsitellään hyperbolisen metriikan roolia yk-
sikkökiekossa ja lopuksi todistetaan Pickin esittämä alkuperäinen versio Schwarzin-Pickin
lemmasta sekä sen eräs vahvennus. Tavoitteena on osoittaa, että tietyt tutut yksikkökie-
kon euklidiset ominaisuudet, kuten osajoukon avoimuus, säilyvät myös, kun ne tulkitaan
vastaavien hyperbolisten käsitteiden suhteen. Lisäksi osoitetaan, että hyperbolinen met-
riikka luo joidenkin analyyttisten funktioiden ominaisuuksien välille paljon vahvempia
yhteyksiä kuin euklidinen metriikka.
Luvussa 2 määritellään lyhyesti mitä tarkoitetaan hyperbolisella geometrialla sekä esi-
tellään Poincarén kiekkomalli. Erityisesti osoitetaan, ettei Eukleideen viides aksiooma ole
tässä mallissa voimassa. Lisäksi määritellään yksikkökiekon automorfismit ja osoitetaan
niiden olevan tunnettua muotoa olevia Möbius-kuvauksia.
Automorfismien tarkan muodon tuntemista hyödynnetään useasti luvussa 3, jossa
määritellään hyperbolinen metriikka. Metriikan määräämänä saadaan säännölliselle polul-
le hyperbolinen pituus sekä kahden pisteen välinen hyperbolinen etäisyys. Luvussa käsitel-
lään useita hyperbolisen metriikan ominaisuuksia ja todistetaan Schwarzin-Pickin lemma.
Esitietoina oletan lukijalta lähinnä analyyttisen funktion käsitteen tuntemisen. Lisäk-
si luvussa 2 määritellään lyhyesti mitä tarkoitetaan analyyttisen kuvauksen konformi-
suudella sekä luetellaan Möbius-kuvausten ominaisuuksia, joiden tarkempi läpikäyminen
jätetään kirjallisuusviitteiksi. Näiden yksityiskohtien tuntemista ei edellytetä tutkielman
myöhemmässä vaiheessa. Schwarzin lemman todistuksessa käytetään Maksimiperiaattet-
ta, joka esiintyy tutkielmassa ilman todistusta. Kaikki mainitut esitiedot löytyvät useista
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kompleksianalyysin johdantotasoisista oppikirjoista.
Pääasiallisina lähteinä hyperboliseen funktioteoriaan on käytetty käsikirjoitusta [3], ar-
tikkelia [4] sekä kirjaa [6]. Kaikki käsiteltävät kompleksianalyysin yleiset tulokset löytyvät
kirjasta [8]. Luvun 2 historiakuvauksen lähteenä on käytetty kirjaa [5].
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2 Yksikkökiekko hyperbolisessa
geometriassa
Noin 300 vuotta ennen ajanlaskun alkua elänyt Eukleides asetti teoksessaan Alkeet geo-
metrian perustaksi aksiomaattisen lähestymistavan, jossa kaikki tulokset palautuvat to-
deksi oletettuihin aksioomiin. Epäeuklidinen geometria syntyi, kun havaittiin, että tiettyjä
euklidisen geometrian sääntöjä voidaan muuttaa ilman, että kaikista euklidisista tuloksista
joudutaan luopumaan. Hyperbolisella geometrialla tarkoitetaan geometriaa, jossa Euklei-
deen viides aksiooma eli paralleeliaksiooma on korvattu sen toisella loogisella negaatiolla.
Paralleeliaksioomalla on useita yhtäpitäviä muotoiluja, usein se esitetään seuraavasti:
Annetun pisteen kautta kulkee tasan yksi annetun suoran kanssa yhdensuuntainen suora.
Kun määritellään suorien yhdensuuntaisuus tarkoittamaan etteivät ne leikkaa toisiaan,
voidaan hyperboliseksi paralleeliaksioomaksi asettaa seuraava väite:
Annetun pisteen kautta kulkee vähintään kaksi suoraa, jotka ovat yhdensuuntaisia
annetun suoran kanssa.
Eukleideen ajoista lähtien useat matemaatikot yrittivät kahden vuosituhannen ajan
todistaa paralleeliaksiooman väitettä neljän muun aksiooman pohjalta. Euklidista geo-
metriaa pidettiin yleisesti todellisen maailman matemaattisena mallina, eikä paralleeliak-
siooman totuutta ollut syytä epäillä. Vasta 1800-luvulla kolme matemaatikkoa keksi tut-
kia mitä tapahtuisi, jos väite olisi epätosi. Unkarilainen János Bolyai (1802-1860) otti
lähtökohdaksi edellä esitetyn hyperbolisen muodon paralleeliaksioomasta ja kirjoitti ha-
vainnoistaan aluksi isälleen Farkas Bolyaille vuonna 1823, varsinainen julkaisu ajoittuu
vuoteen 1831. Samoihin aikoihin venäläinen Nikolai Lobatševski (1792-1856) päätyi itse-
näisesti samoihin tuloksiin ja julkaisi ne aluksi venäjänkielisenä vuonna 1829 ja suurem-
malle lukijakunnalle saksaksi vuonna 1840.
Myös Carl Friedrich Gauss (1777-1855) hyväksyi epäeuklidisen geometrian olemassao-
lon, muttei koskaan julkaissut havaintojaan. Gauss kävi kirjeenvaihtoa sekä Lobatševskin
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että Farkas Bolyain kanssa. Gaussin kuoleman myötä hänen kirjeenvaihtonsa julkistettiin,
jonka myötä epäeuklidisen geometrian olemassaolo alettiin hyväksyä yhä laajemmin.
Lobatševskiä ja Bolyaita pidetään yleisesti epäeuklidisen geometrian keksijöinä: he
olivat ensimmäisiä, jotka systemaattisesti tutkivat epäeuklidisen geometrian ominaisuuk-
sia. Monet paralleeliaksiooman todistusta yrittäneet tekivät työnsä tuloksena havaintoja
epäeuklidisen geometrian luonteesta, mutta ennen 1800-lukua kenelläkään ei ollut syytä
hylätä Eukleideen geometriaa.
Lopullisen pisteen paralleeliaksiooman riippumattomuudelle muista aksioomista asetti
italialainen Eugenio Beltrami (1835-1899) osoittamalla vuonna 1868 tuloksen, jonka mu-
kaan euklidisen geometrian ristiriidattomuudesta seuraa myös hyperbolisen geometrian
ristiriidattomuus. Täten parelleeliaksiooman totuutta ei voi päätellä muista aksioomista.
2.1 Poincarén kiekko
Poincarén kiekkomalli on eräs hyperbolisen geometrian malli. Sen avaruuteena toimii
kompleksitason C yksikkökiekko D = D(0, 1) ja mallin suoria ovat kaikki kiekon hal-
kaisijat sekä ne ympyräkaaret, jotka leikkaavat yksikköympyrän ∂D kohtisuorasti. Tässä
kohtisuoruus tarkoittaa, että leikkauspisteisiin piirretyt tangentit leikkaavat toisensa koh-
tisuorasti. Molempia suoratyyppejä kutsutaan hyperbolisiksi suoriksi. Osoitetaan, ettei
Eukleideen paralleeliaksiooma päde tässä mallissa; osoitetaan väite aluksi vain erityista-
pauksessa, jossa annettu piste on origo ja luvun 2 lopuksi yleisemmin.
Pidetään tunnettuna, että ympyrät S1 ja S2 leikkaavat toisensa kohtisuorasti, jos leik-
kauspisteisiin piirretyt ympyrän S1 tangentit kulkevat ympyrän S2 keskipisteen kautta ja
vastaavasti ympyrän S2 tangentit kulkevat ympyrän S1 keskipisteen kautta. Olkoot m hy-
perbolinen suora, joka ei kulje origon kautta, ja M se euklidinen ympyrä, jonka kaari m
on. Koska M leikkaa yksikköympyrän kohtisuorasti, sen leikkauspisteisiin piirretyt tan-
gentit kulkevat origon kautta. Siis tangenttien leikkaukset kiekon D kanssa ovat saman
pisteen kautta kulkevia hyperbolisia suoria, jotka eivät leikkaa suoraa m ja ovat täten
yhdensuuntaisia sen kanssa. Kuvassa 2.1 on suora m sekä sitä yksikköympyrällä sivuavat
ympyrän M tangentit.
Etsitään vielä kolmas origon kautta kulkeva ja suoraa m leikkaamaton hyperbolinen
suora. Olkoot A1 ja B1 yksikköympyrän ja ympyränM leikkauspisteet. Pistettä B1 vastaa
yksikköympyrän vastakkaisella puolella piste B2. Valitaan pisteiden A1 ja B2 rajaamalta
kaarelta piste X kuten kuvassa 2.1. Nyt origon ja valitun pisteen kautta kulkeva halkaisi-
ja on jälleen hyperbolinen suora, joka ei leikkaa suoraa m. Kaikkiaan on siis äärettömän
monta origon kautta kulkevaa suoraa, jotka eivät leikkaa annettua origon kautta kulke-
matonta suoraa.
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Kuva 2.1: Origon O kautta kulkevia ja suoran m kanssa yhdensuuntaisia hyperbolisia
suoria.
2.2 Yksikkökiekon automorfismit
Schwarzin lemma on kompleksianalyysin klassinen tulos, jonka mukaan origon kiinnittä-
vä yksikkökiekon analyyttinen funktio joko kutistaa jokaisen pisteen etäisyyden origoon
tai on kierto. Tässä tutkielmassa se yleistetään ottamalla käyttöön hyperbolinen met-
riikka ja tutkitaan muita hyperbolisen metriikan tuottamia yksikkökiekon ominaisuuk-
sia. Schwarzin lemman todistusta varten tarvitaan Maksimiperiaatetta, jota käsitellään
useissa kompleksianalyysin kirjoissa, esimerkiksi [8, Theorem 3.10, s. 170]. Käytämme
Maksimiperiaatteesta seuraavaa muotoa.
Lause 2.1 (Maksimiperiaate). Olkoon A kompleksitason alue ja olkoon f : A → C ana-
lyyttinen funktio. Jos funktion f itseisarvofunktio |f | saa lokaalin maksimin jossain alueen
A pisteessä, niin f on vakio.
Lause 2.2 (Schwarzin lemma). Olkoon f : D→ D analyyttinen funktio, jolle pätee f(0) =
0. Tällöin
|f(z)| ≤ |z| ja |f ′(0)| ≤ 1.
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Jos |f(z)| = |z| jollain z 6= 0 tai |f ′(0)| = 1, niin funktio f on kierto eli f(z) ≡ eiθz
jollain θ ∈ R.
Todistus. Määritellään funktio g asettamalla
g(z) =
{
f(z)
z
, kun z 6= 0
f ′(0) , kun z = 0.
Koska g on jatkuva koko kiekossa D ja analyyttinen punkteeratussa kiekossa D\{0}, se
on analyyttinen myös origossa [8, Theorem 3.4, s 165]. Jos 0 < r < 1, niin ympyräkehällä
|z| = r pätee
|g(z)| = |f(z)||z| ≤
1
r
ja Maksimiperiaatteen nojalla sama pätee kiekossa D(0, r). Antamalla säteen r lähestyä
arvoa 1 saadaan yksikkökiekossa D voimassa oleva tulos |g(z)| ≤ 1 eli |f(z)| ≤ |z|. Erityi-
sesti |g(0)| = |f ′(0)| ≤ 1.
Jos |f(z)| = |z| jollain z 6= 0, niin |g(z)| = 1 ja funktio g on Maksimiperiaatteen
nojalla vakiofunktio g ≡ 1. Siis |f(z)| = |z| pätee koko kiekossa D eli f on kierto. Jos
|f ′(0)| = |g(0)| = 1, on g jälleen vakio ja f kierto.
Määritelmä 2.3. Säännöllinen polku on jatkuvasti derivoituva kuvaus γ : [a, b] → C,
missä a < b. Polku on paloittain säännöllinen, jos on olemassa välin [a, b] jako
a = a0 < a1 < . . . < an = b
ja jokainen rajoittumakuvaus γ|[ak−1,ak], missä 1 ≤ k ≤ n, on säännöllinen polku.
Säännöllisen polun parametriväli voidaan aina vaihtaa halutuksi väliksi [c, d]. Jos φ on
derivoituva bijektio [c, d]→ [a, b] eikä derivaatta φ′ vaihda merkkiään, niin polulla γ ◦ φ :
[c, d]→ C on sama kuvajoukko kuin polulla γ ja derivaatan merkistä riippuen joko sama
tai vastakkainen suunnistus.
Geometrisesti tulkittuna analyyttinen funktio on erityisen hyödyllinen, jos se säilyttää
kulmien suuruudet.
Määritelmä 2.4 (Analyyttisen kuvauksen konformisuus). OlkoonA kompleksitason avoin
osajoukko ja γ1 sekä γ2 toisensa pisteessä z0 leikkaavia joukon A säännöllisiä polkuja. Ol-
koon lisäksi leikkauskulma φ. Analyyttinen kuvaus f : A → C on konforminen pisteessä
z0, jos myös kuvapolut f(γ1) ja f(γ2) leikkaavat toisensa kulmassa φ. Joukon A jokaisessa
pisteessä konformista kuvausta sanotaan joukon A konformikuvaukseksi.
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Tutkimalla polkujen γ1 ja γ2 sekä niiden kuvapolkujen leikkauspisteiden tangentteja voi-
daan osoittaa, että yhtäpitävä ehto funktion konformisuudelle on, ettei sen derivaatta saa
arvoa nolla. Siis analyyttinen kuvaus f on konforminen, jos ja vain jos f ′(z) 6= 0 jokaisella
z ∈ A [8, Theorem 1.2, s. 382].
Määritelmä 2.5 (Yksikkökiekon konforminen automorfismi). Kiekon D itsekuvaus on
kuvaus kiekolta itselleen. Itsekuvaus on konforminen automorfismi, jos se on analyyttinen
bijektio.
Konformisuuden korostaminen ei ole edellisessä määritelmässä tarpeellista sillä, jos ku-
vaus f on analyyttinen bijektio, ei ehto f ′(z) = 0 päde yhdessäkään pisteessä eli f on
konforminen [8, Theorem 3.9, s. 347]. Konformisesta automorfismista voidaan siis käyttää
lyhyemmin termiä automorfismi. Lisäksi tässä tutkielmassa automorfismilla tarkoitetaan
aina kiekon D automorfismia.
Havaitaan vielä, että konforminen bijektio on homeomorfismi, sillä analyyttisenä ku-
vauksena myös sen käänteiskuvaus on analyyttinen ja erityisesti jatkuva [8, Theorem 3.11,
s. 348]. Koska käänteiskuvauksen f−1 derivaatalle pätee
(f−1)′(z) =
1
f ′(f−1(z))
6= 0,
niin myös käänteiskuvaus on konforminen.
Laajennettua kompleksitasoa C ∪ {∞} merkitään C∞. Laajennetussa kompleksitasossa
määritellään Möbius-kuvaus f : C∞ → C∞ kaavalla
f(z) =
az + b
cz + d
, missä a, b, c, d ∈ C ja ad− bc 6= 0.
Määrittely sisältää myös erikoistapaukset f(−d/c) = ∞ ja f(∞) = a/c, kun c 6= 0 sekä
f(∞) =∞, kun c = 0.
Laajennetussa tasossa funktion analyyttisyys ja konformisuus määritellään äärettömyys-
pisteen kohdalla apukuvausta z 7→ 1/z käyttäen.
Määritelmä 2.6 (Analyyttisyys ja konformisuus erikoispisteessä). Olkoon f : C∞ → C∞
ja f(z0) =∞. Funktio f on
1) analyyttinen pisteessä ∞, jos funktio z 7→ f(1/z) on analyyttinen origossa,
2) meromorfinen, jos se on analyyttinen pisteen z0 ulkopuolella ja funktio z 7→ 1/f(z) on
analyyttinen pisteessä z0,
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3) konforminen pisteessä ∞, jos funktio z 7→ f(1/z) on konforminen origossa,
4) konforminen pisteessä z0, jos funktio z 7→ 1/f(z) on konforminen pisteessä z0.
Jos edellä z0 =∞, tutkitaan funktion z 7→ 1/(f(1/z)) analyyttisyyttä ja konformisuutta
origossa.
Möbius-kuvaukset ovat bijektiivisiä sekä meromorfisia konformikuvauksia. Geometrisesti
Möbius-kuvausten hyödyllinen ominaisuus on, että jokainen kompleksitason suora kuvau-
tuu joko suoraksi tai ympyräksi, vastaava pätee myös ympyröille [8]. Edelleen jatkuvuuden
ja bijektiivisyyden nojalla jokaisen ympyrän rajaama kiekko kuvautuu toiselle ympyrän
kuvakäyrän rajaamista alueista. Jos erityisesti A ja B ovat kompleksitason kiekkoja se-
kä f Möbius-kuvaus, joka kuvaa ympyrän ∂A ympyräksi ∂B, niin joko f(A) = B tai
f(A) = C∞\(B ∪ ∂B).
Möbius-kuvausten avulla voidaan karakterisoida yksikkökiekon konformiset automor-
fismit eli analyyttiset bijektiot D→ D.
Lause 2.7. Kuvaus f on kiekon D konforminen automorfismi, jos ja vain jos
(2.8) f(z) = eiθ
z − a
1− az ,
missä θ ∈ R ja a ∈ D.
Edellä merkintä a tarkoittaa luvun a kompleksikonjugaattia.
Todistus. Todistetaan väite kahdessa vaiheessa. Osoitetaan ensin, että kaavan (2.8) mu-
kainen kuvaus f on vaadittu automorfismi. Jos |z| = 1, niin
|f(z)| =
∣∣∣∣ z − a1− az
∣∣∣∣ =
∣∣∣∣1z · z − a1− az
∣∣∣∣ =
∣∣∣∣z − az − a
∣∣∣∣ =
∣∣∣∣z − az − a
∣∣∣∣ = 1,
sillä zz = |z|2 = 1. Lasku osoittaa, että f pitää yksikköympyrän paikallaan. Koska f(a) =
0 ∈ D, seuraa edellä mainituista Möbius-kuvausten perusominaisuuksista, että f pitää
myös yksikkökiekon paikallaan. Lisäksi f on Möbius-kuvauksena analyyttinen bijektio.
Osoitetaan seuraavaksi, että jokainen yksikkökiekon konforminen automorfismi f on
vaadittua muotoa. Olkoon f(0) = b. Nyt |b| < 1, joten asettamalla
φb(z) =
z − b
1− bz
saadaan muotoa (2.8) oleva yksikkökiekon itselleen kuvaava konforminen bijektio φb, jon-
ka käänteiskuvaus on φ−b. Määritellään funktio g kaavalla g = φb ◦ f . Nyt myös g on
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yksikkökiekon konforminen itsekuvaus, jolle lisäksi pätee g(0) = 0. Schwarzin lemma
funktioon g sovellettuna antaa |g′(0)| ≤ 1 ja toisaalta käänteisfunktioon g−1 sovellettuna
|(g−1)′(0)| = |1/g′(0)| ≤ 1. On siis oltava |g′(0)| = 1 eli g on kierto: g(z) = eiθz jollakin
θ ∈ R. Näin ollen f = φ−b ◦ g eli
f(z) =
eiθz + b
1 + beiθz
= eiθ
z − c
1− cz , missä c = −be
−iθ.
Koska |c| < 1, niin f on muotoa (2.8).
Edellä tehtiin havainto, että kuvauksen φb käänteiskuvaus on myös samaa muotoa oleva
kuvaus. Osoitetaan yleisemmin, että yksikkökiekon automorfismit
Aut(D) = {f : D→ D| f analyyttinen bijektio }
muodostavat ryhmän kuvausten yhdistämisen suhteen. Ryhmän neutraalialkio on ident-
tinen kuvaus z 7→ z ja alkion (2.8) käänteisalkio on
z 7→ e−iθ z + e
iθa
1 + ae−iθz
= e−iθ
z − c
1− cz , missä c = −e
iθa
eli joukon Aut(D) jäsen.
Kahden automorfismin yhdiste on myös automorfismi, sillä sekä bijektiivisyys että
analyyttisyys säilyvät kuvauksia yhdistettäessä. Erityisesti, jos f ja g ovat automorfismeja,
niin
(2.9) (f ◦ g)(z) = f(g(z)) = eiθ g(z)− a
1− ag(z)
jollain θ ∈ R ja a ∈ D. Koska g on bijektio D → D, on lauseke (2.9) vaadittua muotoa,
joten myös f ◦ g on yksikkökiekon automorfismi.
Joukko Aut(D) toteuttaa seuraavan transitiivisuusehdon: jos a ja b ovat kiekon D eri
pisteitä, niin on olemassa kuvaus f ∈ Aut(D), jolle pätee f(a) = b. Haluttu kuvaus
saadaan määrittelemällä ensin apukuvaukset
fa(z) =
z − a
1− az ja fb(z) =
z − b
1− bz ,
jolloin fa(a) = fb(b) = 0. Nyt yhdiste f
−1
b ◦ fa on automorfismi, joka kuvaa pisteen a
pisteeksi b.
Palautetaan lopuksi Poicarén kiekon yhdensuuntaisia suoria koskeva tulos automorfismilla
aiemmin käsiteltyyn tapaukseen, jossa annettu piste oli origo. Olkoot P origosta poikkea-
va kiekon D piste ja m hyperbolinen suora, joka ei kulje pisteen P kautta. Olkoon lisäksi
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M jälleen se euklidinen ympyrä, jonka kaari m on. Jos f on automorfismi, joka vie pis-
teen P origoon, niin laajennetun tason Möbius-kuvauksena C∞ → C∞ se pitää kiekon
D paikallaan ja kuvaa ympyrän M joko suoraksi tai ympyräksi. Konformikuvauksena ku-
vakäyrien f(∂D) = ∂D ja f(M) leikkauskulmat ovat edelleen kohtisuoria, mistä seuraa,
että f(m) = f(M) ∩ D on hyperbolinen suora. Koska f(P ) = 0 ja f on bijektio, suora
f(m) ei kulje origon kautta. Tapaus P 6= 0 voidaan siis aina palauttaa aiemmin käsitel-
tyyn tapaukseen P = 0, joten voidaan valita origon kautta kulkevat hyperboliset suorat
k ja l, jotka eivät leikkaa suoraa f(m). Koska käänteiskuvaus f−1 on myös konforminen
automorfismi, ovat f−1(k) ja f−1(l) hyperbolisia suoria, jotka kulkevat pisteen P kautta
eivätkä leikkaa suoraa m. Kuvassa 2.2 on esitetty neljä saman pisteen kautta kulkevaa
suoran m kanssa yhdensuuntaista suoraa.
Kuva 2.2: Pisteen P kautta kulkevia ja suoran m kanssa yhdensuuntaisia suoria.
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3 Hyperbolinen metriikka ja etäisyys
Säännöllisen polun euklidinen pituus ℓ(γ) määritellään kaavalla
ℓ(γ) =
∫
γ
| dz| =
∫ b
a
|γ′(t)| dt
ja paloittain säännöllisen polun pituus laskemalla yhteen osavälien määräämät vastaavat
integraalit. Differentiaali |dz| voidaan tulkita kaarialkioksi, jota differentiaaligeometriassa
kutsutaan euklidiseksi metriikaksi. Olkoon Γ[z, w] pisteitä z ja w yhdistävien paloittain
säännöllisten polkujen joukko:
Γ[z, w] = {γ : [a, b]→ C| γ paloittain säännöllinen polku ja γ(a) = z, γ(b) = w}.
Metriikka |dz| määrää pisteiden z ja w välisen euklidisen etäisyyden d(z, w) = |z − w|
kaavalla
d(z, w) = inf {ℓ(γ)| γ ∈ Γ[z, w]} ,
sillä kolmioepäyhtälön nojalla lyhin paloittain säännöllinen polku on pisteiden z ja w
välinen janapolku, jonka pituus on |z − w|.
Poincarén kiekossa määritellään hyperbolinen metriikka ρ asettamalla
ρ(z)|dz| = 2
1− |z|2 |dz|.
Hyperbolinen kaarialkio pisteessä z on siis ρ(z)|dz|. Metriikka ρ määrää paloittain sään-
nölliselle polulle γ hyperbolisen pituuden ℓρ(γ) kaavalla
(3.1) ℓρ(γ) =
∫
γ
ρ(z)|dz| =
∫ b
a
ρ(γ(t))|γ′(t)| dt =
∫ b
a
2|γ′(t)|
1− |γ(t)|2 dt
ja tämän avulla pisteiden z ja w välisen hyperbolisen etäisyyden dρ(z, w) kaavalla
dρ(z, w) = inf{ℓρ(γ)| γ ∈ Γ[z, w]}.
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Huomautus 3.2. Tässä tutkielmassa noudatetaan kirjan [6] käytäntöä, jossa metriikalla
tarkoitetaan funktiota ρ eikä etäisyysfunktiota dρ. Lemmassa 3.18 ja lauseessa 3.19 termi
metrinen avaruus tarkoittaa tavallista topologian määritelmää metriselle avaruudelle.
Polun pituus ei riipu sen parametrisoinnista. Osoitetaan tämä hyperbolisessa tapauksessa,
josta euklidinen tapaus seuraa valinnalla ρ ≡ 1. Olkoon φ aidosti kasvava jatkuva bijektio
[c, d]→ [a, b], jolloin derivaatta φ′ on positiivinen. Sijoituksella s = φ(t) saadaan
ℓρ(γ ◦ φ) =
∫ d
c
2|(γ ◦ φ)′(t)|
1− |γ ◦ φ(t)|2 dt =
∫ d
c
2|γ′(φ(t))||φ′(t)|
1− |γ(φ(t))|2 dt
=
∫ b
a
2|γ′(s)|
1− |γ(s)|2 ds = ℓρ(γ).
Jos derivaatta φ′ on negatiivinen, niin |φ′(t)| = −φ′(t) ja alempi rivi tulee muotoon
−
∫ a
b
2|γ′(s)|
1− |γ(s)|2 ds =
∫ b
a
2|γ′(s)|
1− |γ(s)|2 ds = ℓρ(γ).
Esimerkki 3.3. Määrätään polun γ(t) = t hyperbolinen pituus välillä [0, r], missä 0 <
r < 1. Suora sijoitus kaavaan (3.1) antaa
ℓρ(γ) =
∫ r
0
2|γ′(t)|
1− |γ(t)|2 dt =
∫ r
0
2
1− t2 dt = log
1 + r
1− r .
Tässä log tarkoittaa luonnollista logaritmia. Erityisesti havaitaan pituuden kasvavan ra-
jatta, kun r lähestyy arvoa 1. Yksikkökiekon reuna on siis ainakin tätä polkua pitkin
mitattuna äärettömän kaukana origosta.
Esimerkki 3.4. Pisteitä
z1 =
1
2
+ i
(√
3
2
− 1
)
ja z2 = 1−
√
3
2
− i
2
yhdistää euklidinen janapolku
α(t) = z1+ t(z2− z1) = 1
2
(
1 + t(1−
√
3)
)
+ i
(√
3
2
− 1 + t
2
(1−
√
3)
)
, missä 0 ≤ t ≤ 1,
sekä hyperbolisen suoran määräämä hyperbolinen janapolku, jolla on parametrisaatio
β(t) = eit + 1− i, missä 2π
3
≤ t ≤ 5π
6
.
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Määrätään näiden hyperboliset pituudet. Suoraviivainen, joskin hieman työläs, lasku an-
taa polulle α
|α′(t)| =
√
2
2
(
√
3− 1) ja |α(t)|2 = (2−
√
3)t2 − (2−
√
3)t+ 2−
√
3,
jolloin
ℓρ(α) =
∫ 1
0
2|α′(t)|
1− |α(t)|2 dt =
∫ 1
0
√
2(
√
3− 1)
(
√
3− 2)t2 + (2−√3)t− 1 +√3 dt
= 8
√
1
23
(2 + 3
√
3) tanh−1
(√
1
23
(4
√
3− 5)
)
≈ 1,3338.
Integraalin arvo on laskettu Maple 13-ohjelmalla. Vastaavasti
|β′(t)| = 1 ja |β(t)|2 = −2 sin t+ 2 cos t+ 3
sekä
ℓρ(β) =
∫ 5pi
6
2pi
3
2|β′(t)|
1− |β(t)|2 dt =
∫ 5pi
6
2pi
3
1
sin t− cos t− 1 dt
= 2 coth−1(
√
3) ≈ 1,3170.
Havaitaan, että hyperbolinen jana on lyhyempi.
Lause 3.5. Etäisyysfunktio dρ toteuttaa kiekossa D etäisyydeltä vaadittavat ehdot
1. dρ(z, w) ≥ 0 kaikilla z, w ∈ D ja dρ(z, w) = 0, jos ja vain jos z = w;
2. dρ(z, w) = dρ(w, z) kaikilla z, w ∈ D;
3. dρ(u, w) ≤ dρ(u, v) + dρ(v, w) kaikilla u, v ja w ∈ D.
Todistus. Tässä esitetty todistus on pääpiirteittäin sama kuin kirjassa [1]. Kaavan (3.1)
nojalla ehto ℓρ(γ) ≥ 0 pätee jokaisella polulla γ ∈ Γ[z, w], sillä integrandi ei saa negatiivia
arvoja. Tästä johtuen sama pätee myös etäisyydelle dρ(z, w), joten ensimmäisen ehdon
alkuosa on voimassa.
Jos z = w, niin vakiopolku γ(t) ≡ z kuuluu joukkoon Γ[z, w]. Vakiopolun pituus
on kaavan (3.1) nojalla 0, joten myös dρ(z, w) = dρ(z, z) = 0. Toisaalta kaavan (3.1)
integrandin yksinkertainen arviointi antaa
2|γ′(t)|
1− |γ(t)|2 ≥ |γ
′(t)|,
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josta nähdään, että jokaisen paloittain säännöllisen polun γ hyperbolinen pituus on vä-
hintään yhtä suuri kuin sen euklidinen pituus. Tämän nojalla kahden eri pisteen z ja w
välinen etäisyys ei voi olla 0, sillä ℓρ(γ) ≥ ℓ(γ) ≥ |z−w| > 0 jokaisella polulla γ ∈ Γ[z, w].
Siis etäisyysfunktion dρ määritelmän nojalla dρ(z, w) > 0 ja ensimmäisen ehdon jälkim-
mäinen osa on osoitettu.
Havaitaan ehtoa 2 varten, että joukko Γ[w, z] koostuu joukon Γ[z, w] vastapoluista.
Polun γ vastapolku
←
γ saadaan parametrisaatiolla γ ◦ φ, missä φ : [a, b] → [a, b] ja φ(t) =
a+ b− t. Koska ℓρ
(
←
γ
)
= ℓρ(γ), niin
{ℓρ(γ)| γ ∈ Γ[z, w]} = {ℓρ(γ)| γ ∈ Γ[w, z]} ,
josta saadaan dρ(z, w) = dρ(w, z).
Osoitetaan kolmioepäyhtälö vastaoletuksella. Olkoot u, v ja w erillisiä pisteitä, joille
pätee dρ(u, w) > dρ(u, v) + dρ(v, w). Olkoon
ǫ = dρ(u, w)− (dρ(u, v) + dρ(v, w)) .
Koska dρ(u, v) = inf{ℓρ(γ)| γ ∈ Γ[u, v]}, niin voidaan valita joukon Γ[u, v] polku α, jolle
pätee
ℓρ(α)− dρ(u, v) < ǫ
2
.
Vastaavasti voidaan valita β ∈ Γ[v, w], jolle pätee
ℓρ(β)− dρ(v, w) < ǫ
2
.
Määritellään tulopolku α ∗ β : [a, b+ (b− a)]→ D asettamalla
(α ∗ β)(t) =
{
α(t) , kun t ∈ [a, b]
β(t− b+ a) , kun t ∈ [b, b+ (b− a)],
jolloin α ∗ β kuuluu joukkoon Γ[u, w]. Lisäksi pätee
ℓρ(α ∗ β) =
∫ b+(b−a)
a
2|(α ∗ β)′(t)|
1− |(α ∗ β)(t)|2 dt
=
∫ b
a
2|α′(t)|
1− |α(t)|2 dt+
∫ b+(b−a)
b
2|β′(t− b+ a)|
1− |β(t− b+ a)|2 dt.
Sijoituksella s = t− b+ a jälkimmäinen integraali tulee muotoon∫ b+(b−a)
b
2|β′(t− b+ a)|
1− |β(t− b+ a)|2 dt =
∫ b
a
2|β′(s)|
1− |β(s)|2 ds,
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joten kaikkiaan saadaan
ℓρ(α ∗ β) = ℓρ(α) + ℓρ(β) < dρ(u, v) + dρ(v, w) + ǫ.
Toisaalta dρ(u, w) ≤ ℓρ(α ∗ β), joten
dρ(u, w) < dρ(u, v) + dρ(v, w) + ǫ,
mikä on ristiriita luvun ǫ määritelmän kanssa. Kaikki kolme ehtoa ovat siis voimassa.
3.1 Metriikan isometriat
Määritelmä 3.6. Analyyttinen kuvaus f : D→ D on metriikan ρ isometria, jos ehto
ρ(f(z))|f ′(z)| = ρ(z)
on voimassa kaikilla z ∈ D.
Kiekossa D isometrioita ovat täsmälleen sen automorfismit: jos f on automorfismi, niin
suora lasku kaavaa (2.8) käyttäen antaa
f ′(z) = eiθ
1− |a|2
(1− az)2
ja
1
2
ρ(f(z))|f ′(z)| = |f
′(z)|
1− |f(z)|2 =
1− |a|2
|1− az|2 ·
1
1− |z−a|2
|1−az|2
=
1− |a|2
|1− az|2 − |z − a|2
=
1− |a|2
(1− az)(1− az)− (z − a)(z − a) =
1− |a|2
1− |a|2 − |z|2(1− |a|2)
=
1
1− |z|2 =
1
2
ρ(z),
joten f on isometria. Kääntäen, jos f on isometria ja g kiekon D automorfismi, niin yhdiste
h = g ◦ f on isometria sillä kuvauksen g isometrisyyden nojalla
|h′(z)|
1− |h(z)|2 =
|g′(f(z))f ′(z)|
1− |g(f(z))|2 =
|g′(f(z))| |f ′(z)|
1− |g(f(z))|2 =
|f ′(z)|
1− |f(z)|2 =
1
1− |z|2 .
Kuvaus g voidaan valita toteuttamaan ehto h(0) = g(f(0)) = 0, jolloin edellisestä saadaan
|h′(0)| = 1. Schwarzin lemman nojalla h on kiekon D analyyttisenä itsekuvauksena kierto,
jolloin se on erityisesti automorfismi. Tällöin f = g−1 ◦h on myös automorfismi, mikä piti
osoittaa.
Todetaan seuraavaksi isometrian ominaisuuksia.
17
Lause 3.7. Olkoon kuvaus f : D→ D metriikan ρ isometria, tällöin
1. Käänteiskuvaus f−1 on on myös isometria.
2. Jos γ on säännöllinen polku, niin samoin on f ◦ γ ja
ℓρ(f ◦ γ) = ℓρ(γ).
3. Etäisyys dρ toteuttaa ehdon
dρ(f(z), f(w)) = dρ(z, w)
kaikilla z ja w ∈ D.
Todistus. Koska f on isometriana automorfismi, sen käänteiskuvaus on automorfismina
isometria. Polun f ◦ γ säännöllisyys seuraa kuvauksen f analyyttisyydestä ja pituus kaa-
vasta
ℓρ(f ◦ γ) =
∫
f◦γ
ρ(z) |dz| =
∫ b
a
ρ (f(γ(t))) |f ′(γ(t))γ′(t)| dt
=
∫ b
a
ρ (f(γ(t))) |f ′(γ(t))| |γ′(t)| dt =
∫ b
a
ρ(γ(t)) |γ′(t)| dt =
∫
γ
ρ(z) |dz| = ℓρ(γ).
Jälkimmäisellä rivillä sovelletaan isometrian määritelmää.
Olkoon α viimeistä väitettä varten joukon Γ[z, w] polku, jolloin f ◦ α on yhtä pitkä
polku joukossa Γ[f(z), f(w)]. Tämän nojalla dρ(f(z), f(w)) ≤ dρ(z, w). Jos vastaavasti
valitaan β joukosta Γ[f(z), f(w)], niin käänteiskuvauksen f−1 isometrisyyden johdosta
f−1 ◦ β ∈ Γ[z, w] on yhtä pitkä kuin β, mistä seuraa epäyhtälö dρ(z, w) ≤ dρ(f(z), f(w)).
Kaikkiaan siis dρ(f(z), f(w)) = dρ(z, w).
Lause 3.8. Jos z ja w ovat kiekon D pisteitä, niin
dρ(z, w) = log
(
1 +
∣∣ z−w
1−zw
∣∣
1− ∣∣ z−w
1−zw
∣∣
)
.
Todistus. Todistetaan väite aluksi reaalisille argumenteille eli kaava
(3.9) dρ(x, y) = log
(
1 + y−x
1−xy
1− y−x
1−xy
)
,
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missä −1 < x < y < 1. Jos γ on pisteitä x ja y yhdistävä säännöllinen polku ja γ(t) =
u(t) + iv(t), missä 0 ≤ t ≤ 1, niin
(3.10) ℓρ(γ) =
∫ 1
0
2|γ′(t)|
1− |γ(t)|2 dt ≥
∫ 1
0
2u′(t)
1− u(t)2 dt,
sillä |γ′(t)| ≥ |u′(t)| ≥ u′(t) ja |γ(t)|2 ≥ |u(t)|2 = u(t)2. Osamurtokehitelmä jälkimmäiseen
integraaliin antaa
ℓρ(γ) ≥
∫ 1
0
u′(t)
1 + u(t)
dt+
∫ 1
0
u′(t)
1− u(t) dt =
1/
0
log(1 + u(t))−
1/
0
log(1− u(t))
= log
1 + y
1− y − log
1 + x
1− x = log
(
1 + y−x
1−xy
1− y−x
1−xy
)
,
sillä u(0) = x ja u(1) = y. Yhtäsuuruus kaavassa (3.10) on voimassa, kun γ on reaaliar-
voinen eli γ(t) = x+ t(y − x). Tällöin myös (3.9) on voimassa.
Yleistetään tulos seuraavaksi koko yksikkökiekkoon. Koska kierrot ovat ρ-isometrisiä
ja säilyttävät siten säännöllisten polkujen pituudet, niin kaikilla z ∈ D on oltava dρ(0, z) =
dρ(0, |z|). Jos w on kiekon D piste, niin kuvaus
f(z) =
z − w
1− zw
on automorfismi ja siten isometria. Tällöin
dρ(z, w) = dρ(w, z) = dρ(f(w), f(z)) = dρ(0, f(z)) = dρ(0, |f(z)|)
= log
(
1 +
∣∣ z−w
1−zw
∣∣
1− ∣∣ z−w
1−zw
∣∣
)
,
missä viimeinen yhtäsuuruus seuraa kaavasta (3.9) valinnoilla x = 0 ja y = |f(z)|.
Suoraan edellisestä lauseesta saadaan kaava
(3.11) dρ(0, z) = log
1 + |z|
1− |z| kaikilla z ∈ D.
Lisäksi lauseen todistuksessa osoitettiin, että reaalilukujen x ja y välillä on olemassa polku,
jonka pituus on sama kuin etäisyys dρ(x, y). Tämä yleistyy koko kiekkoon D.
Lause 3.12. Olkoot z ja w kiekon D eri pisteitä sekä γ joukon Γ[z, w] polku. Tällöin
ℓρ(γ) ≥ dρ(z, w) ja yhtäsuuruus on voimassa, jos ja vain jos γ on hyperbolinen janapolku.
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Todistus. Epäyhtälö ℓρ(γ) ≥ dρ(z, w) on aina voimassa, joten riittää osoittaa yhtäsuu-
ruutta koskeva väite. Kuvataan z origoon ρ-isometrialla g ja kierretään tämän jälkeen
kiekkoa D sen kulman verran, joka vie pisteen g(w) positiiviselle reaaliakselille. Olkoon
näin saatu yhdistetty kuvaus f , jolloin se on isometrian ja kierron yhdisteenä automor-
fismi. Jos σ ∈ Γ[f(z), f(w)] on janapolku, niin lauseen 3.8 todistuksen mukaan ℓρ(σ) =
dρ(f(z), f(w)). Koska f ja sen käänteiskuvaus f
−1 ovat ρ-isometrioita, niin
ℓρ(f
−1 ◦ σ) = ℓρ(σ) = dρ(f(z), f(w)) = dρ(z, w).
Kiekon D konformisena Möbius-kuvauksena f−1 kuvaa välin (−1, 1) hyperboliseksi suo-
raksi. Tämän myötä polun f−1 ◦ σ jälki sijaitsee kyseisellä suoralla, joten se on etsitty
polku ja ehdon välttämättömyys on osoitettu.
Sama päättely toiseen suuntaan osoittaa, että jos γ on pisteiden z ja w välinen hyper-
bolinen janapolku, niin kuvapolku f ◦ γ on pisteiden f(z) ja f(w) välinen reaaliarvoinen
janapolku. Tällöin
ℓρ(γ) = ℓρ(f ◦ γ) = dρ(f(z), f(w)) = dρ(z, w).
Edellisen lauseen perusteella esimerkissä 3.3 laskettu polun pituus on sama kuin etäisyys
dρ(0, r). Vastaavasti esimerkissä 3.4 polun β pituus on sama kuin esimerkin pisteiden
etäisyys toisistaan.
Kahden pisteen välisen hyperbolisen etäisyyden määritelmä perustuu kaarialkion ρ(z)|dz|
integroimiseen. Lauseen 3.8 avulla tämä yhteys voidaan kääntää: hyperbolisen metriikan
arvo pisteessä w saadaan etäisyyksien dρ(z, w) sekä |z − w| suhteen raja-arvona.
lim
z→w
dρ(z, w)
|z − w| = limz→w
log
(
1+| z−w
1−zw
|
1−| z−w
1−zw
|
)
|z − w| = limz→w
(
log
(
1 +
∣∣ z−w
1−zw
∣∣)
|z − w| −
log
(
1− ∣∣ z−w
1−zw
∣∣)
|z − w|
)
= lim
z→w
(
1
|1− zw| ·
log
(
1 +
∣∣ z−w
1−zw
∣∣)∣∣ z−w
1−zw
∣∣ − 1|1− zw| · log
(
1− ∣∣ z−w
1−zw
∣∣)∣∣ z−w
1−zw
∣∣
)
=
(
1
1− |w|2 · 1
)
−
(
1
1− |w|2 · (−1)
)
=
2
1− |w|2 = ρ(w),
sillä
lim
x→0
log(1 + x)
x
= 1 ja lim
x→0
log(1− x)
x
= −1.
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Esimerkki 3.13. Koska lauseke
2
1− |z|2
kasvaa sitä suuremmaksi, mitä lähempää yksikkökiekon reunaa piste z valitaan, niin met-
riikka ρ venyttää säännöllisen polun pituutta, kun polkua siirretään lähemmäs kiekon
reunaa. Määritellään reaalivälin [a, b] hyperbolinen pituus ℓρ([a, b]) tarkoittamaan vastaa-
van janapolun hyperbolista pituutta ja todetaan pituuden venyminen seuraavassa tapauk-
sessa: valitaan väliltä (−1, 1) euklidisessa mielessä yhtäpitkät osavälit [− 1
20
, 1
20
]
,
[
5
10
, 6
10
]
,[
8
10
, 9
10
]
sekä
[
89
100
, 99
100
]
ja lasketaan niiden hyperboliset pituudet. Parametrisaatio γ(t) = t
antaa
ℓρ
([
− 1
20
,
1
20
])
=
∫ 1
20
− 1
20
|γ′(t)|
1− |γ(t)|2 dt =
∫ 1
20
− 1
20
2
1− t2 dt = 2 log
21
19
≈ 0,2002.
Vastaavasti
ℓρ
([
5
10
,
6
10
])
=
∫ 6
10
5
10
2
1− t2 dt = log
4
3
≈ 0,2877
ℓρ
([
8
10
,
9
10
])
=
∫ 9
10
8
10
2
1− t2 dt = log
19
9
≈ 0,7472
ℓρ
([
89
100
,
99
100
])
=
∫ 99
100
89
100
2
1− t2 dt = log
2189
189
≈ 2,4495.
Sadasosan päässä kiekon reunasta välin pituus on kasvanut yli kymmenkertaiseksi origo-
keskiseen väliin nähden. Kuvassa 3.1 on pisteen z etäisyyttä origosta kuvaavan funktion
kuvaaja. Koska välin [a, b] hyperbolinen pituus on
ℓρ([a, b]) =
∫ b
a
2
1− t2 dt =
∫ b
0
2
1− t2 dt−
∫ a
0
2
1− t2 dt = dρ(0, b)− dρ(0, a),
niin kuvasta voidaan lukea myös kuinka välin [a, b] pituus muuttuu, kun sitä siirretään
lähemmäs yksikkökiekon reunaa.
Funktio, joka toteuttaa lauseessa 3.7 esiintyneen ehdon dρ(z, w) = dρ(f(z), f(w)) on etäi-
syyden dρ isometria. Kootaan yhteen kappaleessa 3.1 esitetyt tulokset isometrioista
Lause 3.14. Analyttiselle kuvaukselle f : D→ D seuraavat ehdot ovat yhtäpitäviä:
1. f on automorfismi,
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Kuva 3.1: Funktion x 7→ log 1+x
1−x
kuvaaja.
2. f on ρ-isometria,
3. f on dρ-isometria.
Todistus. Ehtojen 1 ja 2 yhtäpitävyys osoitettiin ρ-isometrian määritelmän 3.6 jälkeen.
Lauseen 3.7 mukaan automorfismit ovat dρ-isometrioita, joten riittää osoittaa kääntäen
dρ-isometrioiden olevan automorfismeja.
Jos f on dρ-isometria, g ehdon g(f(0)) = 0 toteuttava automorfismi ja h yhdiste g ◦ f ,
niin ehto
dρ(z, w) = dρ(f(z), f(w)) = dρ (g(f(z)), g(f(w))) = dρ(h(z), h(w))
on voimassa kaikilla kiekon pisteillä z ja w eli myös h on dρ-isometria. Kuvaus h kiin-
nittää origon, joten dρ(0, h(z)) = dρ(h(0), h(z)) = dρ(0, z). Kaavan (3.11) nojalla tästä
seuraa |h(z)| = |z|. Schwarzin lemman nojalla h on kierto, jolloin f = g−1 ◦ h on kahden
automorfismin yhdisteenä automorfismi.
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3.2 Yksikkökiekon topologia
Tässä kappaleessa osoitetaan, että hyperbolisen etäisyyden dρ indusoima kiekon D topolo-
gia on sama kuin tavallinen euklidinen topologia. Aloitetaan yleistämällä kaavasta (3.11)
saatava tulos
dρ(0, z)→∞, kun |z| → 1
muillekin yksikkökiekon pisteille kuin origolle. Koska origosta mitattuna reuna ∂D sijaitsee
äärettömän kaukana, niin hyperbolinen ympyrä
C(0, r) = {z ∈ D | dρ(0, z) = r}
sisältyy kiekkoon D kaikilla arvoilla r > 0. Käänteiskuvaus f−1 on isometria, joten
f−1(C(0, r)) = C(f−1(0), r) = C(w, r). Edelleen f−1 on kiekon itsekuvaus, joten sen
kuvajoukkona ympyrä C(w, r) sisältyy kiekkoon D. Koska säde r voidaan valita kuinka
suureksi tahansa, on reunan ∂D oltava äärettömän kaukana myös pisteestä w eli
dρ(w, z)→∞, kun |z| → 1.
Jokainen hyperbolinen ympyrä on euklidinen ympyrä. Osoitetaan tämä tutkimalla ensin
origokeskisiä ympyröitä. Yhtälöstä dρ(0, z) = r saadaan kaavaa (3.11) käyttämällä
(3.15) dρ(0, z) = r ⇔ log 1 + |z|
1− |z| = r ⇔
1 + |z|
1− |z| = e
r ⇔ |z| = e
r − 1
er + 1
= tanh
1
2
r,
eli C(0, r) on origokeskinen euklidinen ympyrä, jonka säde on tanh 1
2
r. Hyperbolinen tan-
genttifunktio on aidosti kasvava funktio positiivisten reaalilukujen joukolta itselleen, joten
jokainen postiviinen luku r voidaan kirjoittaa muotoon tanh 1
2
s jollain s > 0. Tämän nojal-
la yhtälöketju (3.15) osoittaa, että origokeskinen euklidinen ympyrä on myös hyperbolinen
ympyrä.
Yleinen w-keskinen, r-säteinen hyperbolinen ympyrä C(w, r) voidaan aina kuvata ori-
gokeskiseksi hyperboliseksi ympyräksi isometrialla f , jolloin f(C(w, r)) = C(0, r). Koska
C(0, r) on myös euklidinen ympyrä ja käänteiskuvaus f−1 on kiekon D Möbius-kuvaus,
niin myös C(w, r) = f−1(C(0, r)) on euklidinen ympyrä.
Vastaavasti, jos C(w, r) on kiekon D yleinen euklidinen ympyrä, niin on olemassa hy-
perbolinen isometria f , jolle f(w) = 0 ja joka Möbius-kuvauksena säilyttää kuvajoukon
f(C(w, r)) euklidisena ympyränä. Origokeskisenä euklidisena ympyränä se on myös hy-
perbolinen ympyrä, joten C(w, r) on isometrian f−1 kuvajoukkona hyperbolinen ympyrä.
Tämän kappaleen päätulos etäisyyden dρ indusoimasta topologiasta saadaan helposti edel-
lisen ympyröitä koskevan havainnon sekä seuraavan aputuloksen avulla.
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Lemma 3.16. Metrisen avaruuden (X, d) epätyhjä osajoukko A on avoin, jos ja vain jos
se on yhdiste avoimista kuulista.
Todistus. Avointen joukkojen yhdisteet ovat avoimia, joten jos A on yhdiste avoimista
kuulista, se on avoin. Olkoon A seuraavaksi avoin. Tällöin jokaista pistettä x ∈ A koh-
ti voidaan valita avoin x-keskinen kuula Bx, joka sisältyy joukkoon A. Koska jokainen
Bx sisältyy joukkoon A, niin myös yhdiste
⋃
x∈ABx sisältyy joukkoon A. Toisaalta A
sisältyy yhdisteeseen, sillä jokainen joukon A piste kuuluu johonkin joukkoon Bx. Siis
A =
⋃
x∈ABx.
Lause 3.17. Hyperbolisen etäisyyden dρ indusoima kiekon D topologia on tavallinen eukli-
dinen topologia.
Todistus. Ympyröitä koskevan päättelyn nojalla hyperboliset kiekot ovat euklidisia kiek-
koja ja päinvastoin. Edellisen lemman mukaan avoin joukko etäisyyden dρ suhteen on
yhdiste avoimista hyperbolisista kiekoista ja siten yhdiste avoimista euklidisista kiekois-
ta. Jokainen dρ-avoin joukko on siis avoin myös euklidisen etäisyyden suhteen. Kääntäen
jokainen euklidisessa mielessä avoin kiekon D osajoukko on yhdiste hyperbolisista kiekois-
ta eli avoin myös etäisyyden dρ suhteen. Avoimien joukkojen kokoelma on siis molemmissa
tapauksissa sama.
Luvun 3 tuloksia yhteenvetämällä voidaan todeta, että hyperbolinen metriikka ρ luo
Poincarén kiekosta ominaisuuksiltaan varsin miellyttävän mallin epäeuklidiselle geomet-
rialle. Lauseen 3.14 mukaan ρ samaistaa automorfismit isometrioiden kanssa, mikä ei päde
avaruudessa C. Esimerkiksi kuvaus z 7→ 3z on konforminen automorfismi C→ C, muttei
isometria euklidisen metriikan suhteen. Edelleen kiekkoautomorfismit ovat muotoa (2.8),
jotka Möbius-kuvauksina säilyttävät hyperboliset suorat hyperbolisina suorina.
Etäisyyden dρ suhteen kiekko D sisältää mielivaltaisen suuria origokeskisiä kiekko-
ja, joten se on yhtä laaja kuin avaruus C. Lauseen 3.17 mukaan dρ säilyttää kiekon D
euklidisen topologian, joten avoimet joukot on helppo karakterisoida. Lisäksi dρ tekee
yksikkökiekosta täydellisen metrisen avaruuden. Aputuloksena tarvitaan Cauchy-jonojen
rajoittuneisuus.
Lemma 3.18. Metrisen avaruuden (X, d) Cauchy-jonot ovat rajoitettuja.
Todistus. Olkoon (xi)
∞
i=1 avaruuden X Cauchy-jono. On osoitettava, että on olemassa
alkio a ∈ X ja luku M > 0, jotka toteuttavat ehdon d(xn, a) < M kaikilla n ∈ N. Cauchy-
ominaisuuden nojalla on olemassa indeksi N > 0, jolle d(xn, xm) < 1, kun n,m ≥ N .
Erityisesti d(xn, xN) < 1 kaikilla n ≥ N eli alkaen indeksistä N jono on rajoitettu. Jonon
N ensimmäistä jäsentä on äärellisenä joukkona varmasti rajoitettu: jos
M ′ = max{d(x1, xN), d(x2, xN), . . . , d(xN−1, xN)},
24
niin d(xn, xN) < M
′ + 1 kaikilla n ≤ N . Koska M ′ + 1 > 1, niin d(xn, xN) < M ′ + 1
kaikilla n ∈ N. Jono (xi)∞i=1 on täten rajoitettu valinnoilla a = xN ja M = M ′ + 1.
Lause 3.19. Avaruus (D, dρ) on täydellinen metrinen avaruus.
Todistus. Olkoon (zn)
∞
n=1 kiekon D Cauchy-jono etäisyyden dρ suhteen. Koska funktio
x 7→ log 1 + x
1− x − 2x
on kasvava avoimella välillä (−1, 1), niin
dρ(z, w) = log
(
1 +
∣∣ z−w
1−zw
∣∣
1− ∣∣ z−w
1−zw
∣∣
)
≥ 2
∣∣∣∣ z − w1− zw
∣∣∣∣ = 2 |z − w||1− zw|
≥ 2 |z − w|
1 + |z||w| ≥ |z − w|.
Tämän nojalla (zn)
∞
n=1 on Cauchy-jono myös euklidisen etäisyyden suhteen, jolloin se sup-
penee kohti jotain lukua z∗, jolle |z∗| ≤ 1. Cauchy-jonot ovat rajoitettuja eli on olemassa
luku M > 0, jolle dρ(0, zn) < M jokaisella indeksillä n, mikä kaavan 3.11 avulla kääntyy
muotoon
|zn| < e
M − 1
eM + 1
< 1.
Siis kaikki pisteet zn sisältyvät johonkin kompaktiin osajoukkoonK ⊂ D, jolloin erityisesti
z∗ ∈ K. Väite seuraa tästä, kun osoitetaan jonon (zn)∞n=1 suppenevan kohti lukua z∗ myös
hyperbolisessa mielessä. Jos merkitään
dρ(zn, z
∗) = log
1 + p(zn, z
∗)
1− p(zn, z∗) , missä p(zn, z
∗) =
∣∣∣∣ zn − z∗1− znz∗
∣∣∣∣ ,
niin ehdosta |zn−z∗| → 0 seuraa dρ(zn, z∗)→ 0, sillä tällöin myös p(zn, z∗) lähestyy arvoa
0. Siis jono (zn)
∞
n=1 suppenee myös etäisyyden dρ suhteen.
3.3 Schwarzin-Pickin lemma
Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) esitti nimeään kantavan lemman vuonna 1869.
Georg Pick (1859-1942) havaitsi vuonna 1916 lemman yhteyden hyperboliseen geometri-
aan sekä sen, ettei oletusta origosta kiinteänä pisteenä tällöin tarvita [7].
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Lause 3.20 (Schwarzin-Pickin lemma). Olkoon f : D→ D analyyttinen. Tällöin kaikilla
kiekon pisteillä z ja w joko
(3.21) dρ(f(z), f(w)) < dρ(z, w) ja ρ(f(z))|f ′(z)| < ρ(z)
eli f on hyperbolinen kutistus tai
(3.22) dρ(f(z), f(w)) = dρ(z, w) ja ρ(f(z))|f ′(z)| = ρ(z)
eli f on hyperbolinen isometria ja siten automorfismi.
Todistus. Osoitetaan, että jos f ei ole isometria, niin se on kutistus eli epäyhtälöt (3.21)
ovat voimassa. Olkoot z1 ja z2 kiekon D mielivaltaisia pisteitä sekä g ja h automorfismeja,
joille
(3.23) g(z1) = 0 ja h(f(z1)) = 0.
Määritellään funktio F asettamalla F = h◦f ◦g−1, jolloin F on kiekon D itsekuvaus, joka
kiinnittää origon. Jos F olisi isometria, niin ehto dρ(F (z), F (w)) = dρ(z, w) olisi voimassa
kaikilla z ja w ∈ D. Toisaalta, koska f ei ole isometria, niin löytyy luvut u ja v, joille
dρ(F (u), F (v)) = dρ
[
h(f(g−1(u))), h(f(g−1(v)))
]
= dρ
[
f(g−1(u)), f(g−1(v))
]
6= dρ
[
g−1(u)), g−1(v)
]
= dρ(u, v)
eli saadaan ristiriita. Siis F ei ole isometria.
Funktio F ei voi olla kierto, sillä kiertona se olisi isometria. Tällöin Schwarzin lemman
nojalla F toteuttaa origoa lukuun ottamatta kiekossa D ehdon |F (z)| < |z|. Kaavan (3.11)
ja logaritmifunktion kasvavuuden nojalla tästä saadaan dρ(0, F (z)) < dρ(0, z). Koska
F ◦ g = h ◦ f , niin
dρ(f(z1), f(z2)) = dρ [h(f(z1)), h(f(z2))]
= dρ [F (g(z1)), F (g(z2))]
= dρ(0, F (g(z2)))
< dρ(0, g(z2))
= dρ(g(z1), g(z2)) = dρ(z1, z2).
Kohdan (3.21) ensimmäinen epäyhtälö on siis voimassa.
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Derivoimalla puolittain yhtälö F ◦ g = h ◦ f ja hyödyntämällä oletusta (3.23) saadaan
pisteessä z = z1
F ′(g(z1))g
′(z1) = h
′(f(z1))f
′(z1)⇔ F ′(0)g′(z1) = h′(f(z1))f ′(z1)
⇔ |F
′(0)||g′(z1)|
1− |g(z1)|2 =
|h′(f(z1))||f ′(z1)|
1− |h(f(z1))|2
⇔ |F
′(0)|
1− |z1|2 =
|f ′(z1)|
1− |f(z1)|2 .
Schwarzin lemman nojalla |F ′(0)| < 1, joten
|F ′(0)| = |f
′(z1)|(1− |z1|2)
1− |f(z1)|2 < 1
⇔ |f
′(z1)|
1− |f(z1)|2 <
1
1− |z1|2
⇔ ρ(f(z1))|f ′(z1)| < ρ(z1).
Piste z1 oli mielivaltainen kiekon D piste, joten myös toinen väitteen epäyhtälöistä on
voimassa.
Jos f on isometria, niin lauseen 3.14 mukaan kaavan (3.22) molemmat yhtälöt ovat
voimassa.
Metriikka ρ on vakiokerrointa vaille ainoa kiekon D metriikka, jonka suhteen automorfismi
on isometria ja muu kiekon D analyyttinen itsekuvaus on kutistus.
Lause 3.24. Jos λ on mikä tahansa kiekon D metriikka, niin seuraavat tulokset ovat
yhtäpitäviä:
1. Jos f on analyyttinen kuvaus D→ D, niin kaikilla z ∈ D pätee λ(f(z))|f ′(z)| ≤ λ(z).
2. Jos f on automorfismi, niin kaikilla z ∈ D pätee λ(f(z))|f ′(z)| = λ(z).
3. On olemassa vakio c > 0, jolle λ(z) = cρ(z).
Todistus. Osoitetaan ensin implikaatio 1 ⇒ 2. Jos f on automorfismi, niin ensimmäi-
sen kohdan mukaan λ(f(z))|f ′(z)| ≤ λ(z) kaikilla z ∈ D. Myös käänteiskuvaus f−1 on
automorfismi, joten
λ
(
f−1(z)
) |(f−1)′(z)| ≤ λ(z)⇔ λ (f−1(z)) ∣∣∣∣ 1f ′(f−1(z))
∣∣∣∣ ≤ λ(z).
Merkinnällä w = f−1(z) tämä tulee muotoon λ(w) ≤ λ(f(w))|f ′(w)|, mikä on voimassa
kaikilla w ∈ D. Kaikkiaan saadaan siis vaadittu yhtälö λ(f(z))|f ′(z)| = λ(z).
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Osoitetaan seuraavaksi kohta 2⇒ 3. Olkoon f automorfismi ja f(0) = a. Määritellään
vakio c > 0 ehdolla λ(0) = cρ(0). Nyt f on isometria sekä metriikan ρ että λ suhteen,
joten
λ(a)|f ′(0)| = λ(f(0))|f ′(0)| = λ(0)
= cρ(0) = cρ(f(0))|f ′(0)| = cρ(a)|f ′(0)|.
Saadaan siis λ(a) = cρ(a) ja tämä on voimassa kaikilla a ∈ D.
Jos ehto 3 on voimassa ja f on analyyttinen kiekon D itsekuvaus, niin Schwarzin-Pickin
lemman mukaan ρ(f(z))|f ′(z)| ≤ ρ(z), jolloin myös
cρ(f(z))|f ′(z)| ≤ cρ(z)⇔ λ(f(z))|f ′(z)| ≤ λ(z).
Siis ehdosta 3 seuraa ehto 1.
Edelliseen lauseesen vedoten hyperbolinen metriikka
ρ(z) =
2
1− |z|2
voidaan määritellä myös ilman kerrointa 2.
3.4 Eräs Schwarzin-Pickin lemman vahvempi muoto
Schwarzin lemmalle on sen julkaisun jälkeen esitetty useita yleistyksiä, joista Osserman
antaa yleiskuvan artikkelissa [7]. Esitetään tässä Beardonin ja Carnen [2] todistama tiu-
kempi muoto Schwarzin-Pickin lemmasta. Tätä varten tarvitaan hyperbolisten funktioi-
den
sinh(x) =
ex − e−x
2
ja cosh(x) =
ex + e−x
2
identiteettejä
cosh2(x)− sinh2(x) = 1,
cosh(2x) = cosh2(x) + sinh2(x) sekä
sinh(2x) = 2 sinh(x) cosh(x),
jotka seuraavat suoraan funktioiden algebrallisista lausekkeista.
Lause 3.25. Olkoon f : D→ D analyyttinen. Tällöin kaikilla kiekon pisteillä z ja w pätee
(3.26) dρ(f(z), f(w)) ≤ log(cosh(dρ(z, w)) + ‖f ′(w)‖ sinh(dρ(z, w))),
missä
‖f ′(w)‖ = |f
′(w)|(1− |w|2)
1− |f(w)|2 .
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Todistus. Todetaan aluksi seuraava yleinen havainto: jos g on analyyttinen kiekon D it-
sekuvaus, niin kolmioepäyhtälön sekä Schwarzin-Pickin lemman nojalla saadaan
dρ(0, g(z)) ≤ dρ(0, g(0)) + dρ(g(0), g(z))
≤ dρ(0, g(0)) + dρ(0, z),
eli
(3.27) log
1 + |g(z)|
1− |g(z)| ≤ log
1 + |g(0)|
1− |g(0)| + log
1 + |z|
1− |z| = log
1 + r+a
1+ar
1− r+a
1+ar
,
missä a = |g(0)| ja r = |z|. Koska
1
2
dρ(0, z) =
1
2
log
1 + |z|
1− |z| = tanh
−1 |z|,
niin kääntäen
(3.28) tanh
(
1
2
dρ(0, z)
)
= |z|.
Tämän nojalla epäyhtälöstä (3.27) saadaan arvio
(3.29) |g(z)| ≤ |z|+ |g(0)|
1 + |g(0)||z| .
Osoitetaan nyt väite kolmessa osassa. Olkoon aluksi f(w) = 0 = w. Kuvaus f on siis ori-
gon kiinnittävä yksikkökiekon analyyttinen itsekuvaus. Schwarzin lemman todistuksessa
todettiin, että asettamalla
g(z) =
{
f(z)
z
, kun z 6= 0
f ′(0) , kun z = 0
saadaan analyyttinen itsekuvaus g : D→ D. Arvio (3.29) antaa arvoilla z 6= 0
|g(z)| = f(z)
z
≤ |z|+ |g(0)|
1 + |g(0)||z| ,
josta saadaan edelleen
|f(z)| ≤ |z| |z|+ |f
′(0)|
1 + |f ′(0)||z| ,
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mikä on voimassa myös arvolla z = 0. Merkinnöillä r = |z| sekä b = |f ′(0)| tästä arviosta
saadaan
dρ(f(z), f(w)) = dρ(f(z), 0) = dρ(0, f(z)) = log
1 + |f(z)|
1− |f(z)| ≤ log
1 + r r+b
1+br
1− r r+b
1+br
= log
(
1 + r2
1− r2 +
2br
1− r2
)
.
Tämä on haluttu epäyhtälö, sillä ‖f ′(0)‖ = |f ′(0)| = b ja merkinnällä d = dρ(0, z) kaavasta
(3.28) saadaan
1 + r2
1− r2 =
1 + tanh2
(
1
2
d
)
1− tanh2 (1
2
d
) = 1 +
sinh2( 1
2
d)
cosh2( 1
2
d)
1− sinh
2( 1
2
d)
cosh2( 1
2
d)
=
cosh2
(
1
2
d
)
+ sinh2
(
1
2
d
)
cosh2
(
1
2
d
)− sinh2 (1
2
d
)
= cosh
(
2 · 1
2
d
)
= cosh(d).
sekä
2r
1− r2 =
2 tanh
(
1
2
d
)
1− tanh2 (1
2
d
) = 2
sinh( 1
2
d)
cosh( 1
2
d)
cosh2( 1
2
d)−sinh2( 1
2
d)
cosh2( 1
2
d)
= 2 sinh
(
1
2
d
)
cosh
(
1
2
d
)
= sinh
(
2 · 1
2
d
)
= sinh(d).
Kaksi muuta tapausta palautuvat tähän: jos w = 0 ja f(w) = w0 6= 0, niin valitsemalla
automorfismi g, jolle g(w0) = 0, saadaan origon kiinnittävä analyyttinen yksikkökiekon
itsekuvaus h = g ◦ f . Soveltamalla ensimmäisen kohdan epäyhtälöä funktioon h saadaan
dρ(f(z), f(w)) = dρ (g(f(z)), g(f(w))) = dρ(h(z), h(0)) = dρ(h(z), 0)
≤ log(cosh(dρ(z, 0)) + |h′(0)| sinh(dρ(z, 0)))
= log(cosh(dρ(z, 0)) + ‖f ′(0)‖ sinh(dρ(z, 0))),
sillä |h′(0)| = |g′(f(0))||f ′(0)| ja funktion g isometrisyyden nojalla
|g′(f(0))| = |g
′(f(0))|
1− |g(f(0))|2 =
1
1− |f(0)|2 ,
joten |h′(0)| = ‖f ′(0)‖.
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Olkoon w lopuksi mielivaltainen yksikkökiekon piste. Jos nyt g on automorfismi, joka
toteuttaa ehdon g(0) = w ja h on yhdiste h = f ◦ g, niin f = h ◦ g−1 ja edellisen kohdan
mukaan
dρ(f(z), f(w)) = dρ
[
h(g−1(z)), h(g−1(w))
]
= dρ
[
h(g−1(z)), h(0)
]
≤ log [ cosh (dρ (g−1(z), 0))+ ‖h′(0)‖ sinh (dρ (g−1(z), 0)) ]
= log
[
cosh
(
dρ
(
g(g−1(z)), g(0)
))
+ ‖h′(0)‖ sinh (dρ (g(g−1(z)), g(0))) ]
= log [cosh(dρ(z, w)) + ‖f ′(w)‖ sinh(dρ(z, w))] .
Edellä ‖h′(0)‖ = ‖f ′(w)‖ sillä
‖h′(0)‖ = |h
′(0)|
1− |h(0)|2 =
|f ′(g(0))||g′(0)|
1− |f(g(0))|2 =
|f ′(w)||g′(0)|
1− |f(w)|2
ja käyttämällä jälleen funktion g isometrisyyttä saadaan
|g′(0)|
1− |w|2 =
|g′(0)|
1− |g(0)|2 =
1
1− |0|2 = 1,
eli |g′(0)| = 1− |w|2.
Schwarzin-Pickin lemman mukaan edellisen lauseen tilanteessa
|f ′(w)|
1− |f(w)|2 ≤
1
1− |w|2
kaikilla w ∈ D, joten ‖f ′(w)‖ ≤ 1. Tällöin epäyhtälöstä (3.26) saadaan identiteetillä
cosh(x) + sinh(x) = ex
dρ(f(z), f(w)) ≤ log(cosh(dρ(z, w)) + ‖f ′(w)‖ sinh(dρ(z, w)))(3.30)
≤ log(cosh(dρ(z, w)) + sinh(dρ(z, w)))
= dρ(z, w).
Jos f on isometria, niin ‖f ′(w)‖ = 1 ja dρ(f(z), f(w)) = dρ(z, w), joten yhtäsuuruus
on voimassa kummassakin epäyhtälöketjun (3.30) kohdassa. Muutoin ‖f ′(w)‖ < 1 ja
ainakin jälkimmäisessä kohdassa on voimassa aito epäyhtälö, mistä nähdään, että (3.30)
on vahvempi epäyhtälö kuin Schwarzin-Pickin lemmassa.
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